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Abstract 
Paugam, M.. Nombres de Bass et produits de Massey, Journal of Pure and Applied Algebra 75 
(1991) 85-101. 
Pour un anneau local ncetherien. on demontre que les premiers nombres de Bass ne d+endent 
que de la structure d’algebre de I’homologie du complexe de Koszul (construit sur un systeme 
genirateur minimal de I’idial maximal de I’anneau), munie des operations de Massey. On 
obtient des formules similaires pour les nombres de Bass d’un module de type fini. Les resultats 
sont obtenus en utilisant une etude plus g&t&ale des DG algebres au sens de L.L. Avramc-w. 
H.B. Foxby et J. Lescot. 
Pdiminaires 
Pour un anneau R unitaire commutatif ncetherien local d’ideal maximal g et de 
corps residue1 k = R/m et un R-module de type fini M, on note p;(M) = 
p;(m, M) le ieme nombre de Bass du module M. On rappelle que, p,(hlj est le 
nombre (fini) de composantes irreductibles de type E, 01:: G” est unr: enveloppe 
injective de k dans le ieme terme d’une r&olution injettive minimale du 
R-module M. Dans le cas particulier du R-module R, on note pi = CL,@, R). 
Ces invariants ont ete etudies par Bass [ 151, a la suite des travaux de Azumaya 
WI sur !e theoremc de Krull-Remak-Schmidt, et des articles de Eckmann et 
Schopf [lS] puis de Matlis [26]. Les nombres de Bass jouent un rGle important 
dans l’etude de la dimension injective des modules, de l’anneldu de base R. En 
particulier, si R est de dimension de Krull n, on montre que R est de dimension 
injectivc finie (considere comme module sur lui-msme) si et seulement si: 
pi = 0 pour i C n et run = 1 (R est alors appele anneau de G Jrenstein (cf. [ 151)). 
Les nombres de Bass sont lies aux conjectures bien conwes suivantes: 
(1) Conjecture de Bass. S’il existe un module de type 5ni non nul et de 
dimension injective finie sur R, alors R est-il un anneau de Cohen-Macaulay? 
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Probleme resolu dans la plupart des cas par Peskine et Szpiro [3 I], et en toute 
gineraliti par Roberts [33]. 
(2) Conjecture de Vasconcelos. La condition /1-,1 = 1 implique-t-elle a elle seule 
que R est un anneau de Gorenstein? [36]. Probleme resolu par Foxby [ 191 puis 
Roberts [32]. 
Plus recemment les proprietis de la serie c,,,, P,I’ ont et6 examinkes [ 13,241. 
D’ou 1’interZt de Etude de ces nombres sous un autre aspect. 
0. Introduction et notations 
Soit R un anneau unitaire 
corps residue1 k = R/m. 
0.1. Nomhses de Bass 1151. 
commutatif naetherien local d’ideal maximal m et de 
Soit M un R-module de type fini, on note pi(M) = =- 
&J, M) le ieme nombre de Bass du module M et I:(r) = c +,, p;(M)f’ la serie 
de Bass de M [24!. 
Si, pour un k-espace vectoriel V de dimension finie, on note: _ 
IV1 = dim, V 
on sait par [ 151 que l’on a: 
p,(M) = IExt’,(k, M)l 
Pour le R-module R on note p, = pi(R). 
0.2. Homologie du complexe de Koszul [35, iv]. Designons par n = I m /m’ 1 la 
dimension de plongement de R et par K le complexe de Koszul de differentielle a 
construit sur un systeme generateur minimal (de longueur n) de l’ideal maximal 
3. Pour tout R-module M, on pose KM 
complexe K .“. 
= K C3 M et l’on note H” l’homolopie du 
On a done K = KR ct l’on pose H = HR. On sait que H est une 
k-algebre graduee augmentee, d’ideak d’augmentation IH = ker(r, : H-* k). De 
plus tes Hi sont des k-espaces vectoriels de dimension finie ainsi que les Hy 
lorsque M est de type fini. 
On disigne par d la profondeur de M, i.e. la longueur maximale des M-suites 
regulieres de m (cf. [2]). 
Si U et V sont deux k-espaces vectoriels, on pose 
Y(U, V) = Hom,(C/. V) . 
et le k-espace vectoriel dual Y( U. k j dc I/ est note U “. 
0.3. DG algkbres ([lo] ou [6,7]). Rappelons seulement les deux definitions 
suivantes pour un DG anneau F muni d’une differentielle a. 
0.3.1. DC anneau augment& Un DG anneau augmente F sur un corps k est un 
DG anneau muni d’un homomorphisme surjectif E/.. : F-, k (k &ant concentre en 
degre zero) tel que + ~a, = 0. On pose IF = ker Q-. 
0.3.2. DC afgtibre supplimentie de dimenGon finie. Une DG algebre supplemen- 
tee sur un corps k est un DG anneau augmenti + : F- k muni d’un homomor- 
phisme de DG anneaux qF : k + F tel que Ed 0 Q = ll x.. On suppose de plus que F 
est de dimension finie en tant que k-espace vectoriel grad& 
Nous ne considererons dans ces pages que des DG anneaux augment& Fsur un 
corps k, gradues positivement, de graduation bornee superieurement. et de plus 
tels que H,,(F) = k. Dans ce cas H,(F) est un k-espace vectoriel et on suppose en 
&IS que lH;(F)I <x. 
Le complexe de Koszul de 0.2 qui ect une I?-DG algebe, est en particulier un 
DG anneau augment& 
0.3.3. Dimension formelle ([9, (1.5)] ou [8, (8.2)]). Si eF : F* k est un DG 
anneau, on note 
f =max{iE { -~}uNu{+~}:H,(F)#0} 
et on l’appelle la dimension formelle de F. 
0.3.4. Nombres de Bass d’un DC anneau augment&. Si F est un DG anneau 
augment6 sur UII corps k, les techniques d’hypercohomologie permettent de 
construire les Ext differentiels Extr(k, F); le nombre de Bass pi(F) est la 
dimension finie ou innnie du k-espace vectoriel Ext’,( k, F). 
1. Rksultats 
Soit R un anneau commutatif unitaire local, naetherien, de profondeur d. de 
dimension de plongement n. Si H designe l’homologie du complexe de Koszul 
construit sur un systeme generateur minimal de l’idcal maximal de l’anneau, 
considerons les applications k-lineaires suivantes: 
A(“.’ ): H,,_,,_, - T(.& ff,,_‘,) 7 
A (()._7) : H rl-&l+~(H,* H,,-,,-,w=(H,. H,l-,,J ’ 
A 
(0.3 1 




J”““(z)(a) = (_ l)‘+de@Q)Z*a 
pour ZEH,,_,I_, et aEH,Oi lsjsiS3. 
J”.‘) : Y(H,, H,,_,_, )@wi,. fL,,b Y(H, QD H,. K-J _ 
definie pour II, E 2(H,, H,,_d_I) et u2 E T(H2. H,I_n) par 
A”.““(M~ + u?)(a@ b) = -u#).b - u,(a.b) pour a,b E H, . 
6 est une application de ker LA(‘~*~) dans T(H, 63 H,, H,, +) /im A’ ‘.‘) qui 
c T E ker A(“.” la cPasse modulo im A”*” d’une application lineaire 
>(k, @ H,. H,,_,); pour a.b E H, et x E Hi_,r tels que a.b = 0 et b.x 
associe 
u= de 
= 0, si 
( =, a, b ) designe le produit de Massey ternaire, 11: verifie: u,(a C3 b).x = 
(- I)“-“( z, a, b).x. Alors on a: 
1.1 e Proposition. 
(0) PLd = IfLdl. 
(1) pd+l = jker d(“.‘)l. 
(2) &I+_! = lker A(“*‘)) + lcoker A(“.‘)j. 
1.2. Proposition. 
1.3. &marques. 
(1) Si d = 0 et si R nest pas une intersection complete, on sait par [37] que 
H;’ = 0 done H’,‘-’ c ker A(“*” et l‘on retrouve le resultat: 1 H’I_‘I 5 p,. 
(2) Si R est un anneau de Go!od [20], ces formules sont coherentes avec les 
resultats de 1131 concernant la serie de Bass de R’, ainsi qu’avec ceux de 
[3. 12. 191. 
(3) II dCcwle de [IO. (5.8)] q u’implicitement, les p, ne dependent que du 
complexe de /~oszuI a equivalence pres, et par consequent les p; doivent pouvoir 
s’cxprimer ri I-aide de I’algebr- . et de certaines operations d’ordre superieur. 
(4) On donne a la Section 5 quelques observations sur le grade d’un ideal et a 
la Section 6 les formules correspondantes pour les nombres de Bass d’un module 
de type fini. 
esultats ci-dessus e cwx correspon&wt 
aux expressions obtenues pour les deviations E, de l’anneau !ocal R: 
IH F,=lH,l. Fz= -$ , I I 
1 
I+(:_‘)-Ml. 
Noidw~~s de Bctss s9 
La dtitermination de F? est dtie i Assmus [ 11, celle de ~~ h Levin [22. Proposition 
3.3.41 et Sakuma et Okuyama [34]. celle dc Q i Avramov [4]. 
Une partie de ces risultats a et6 prepubliee en [29] dans ie cas d’igale 
caracteristique t en [30] dans le cas g&&al. 
2. Rkultats prkliminaires 
NOUS etablirons d’abord un resultat plus general sur les premiers nombres de 
Bass d’une DG algebre suppl6menGe (0.3.2). 
Le theorltme suivant est un cas particulier de [ 10, (3.4)-(4.1)) 
2.1. Thiorgme. Soit 4 : (R. m, k)- (S. 2, I) WI homomorphisme local d’an- 
neaux locaux tel que la dimension plate fdJ soit firtie, alors on a un isontorphisme 
de I-espaces vectoriels grad& : 
Ext,(l, S) = Ext,(k. R) C3$ Ext,,,,(l, F(4)) 
oli F(4) designe la DG fibre de 4. Cl 
Nous utiliserons egalement le resultat suivant qui est un cas particulier d’un 
theoreme de May sur les produits de Massey matriciels. Precisions ici que pour un 
DG anneau augment6 F tel que H,,(F) = k, on designe par MH(F) le k-espace 
vectoriel des matrices infinies d’elements homogenes de H(F), matrices dent tous 
les elements sont nuls sauf un nombre fini [4, Section 21. 
2.2. Proposition [27, Theorem 1.51. Soit f : F+ F’ un homomorphisme de DG 
anneaux augment&, homogene, de degre zero, tel que H,,(F) = k et tel quc 
f, : H(F)+ H(F’) soit un isomorphisme de k-algebres. Alors 1 ‘operation de 
Massey ( U, , . . . , Up > ori Ui E MH(F) pour i = 1, . . . , p est defmie si et seulement 
si (,f ;:(I/,), . . . , f .JU,,)> est definie et l’on a: 
Autrement dit, si 
Massey dans H(F) 
ciprocjuemeflt. 
Par ailleurs, on a 
3 II. 
f ejt un quasi-isomorphisme d’algebres, a une operation de 
correspond une operation de Massey dans H(F’) t:t re- 
le lemme suivant: 
I ] et (2.5 )]. Soit l- urze DG algebre supplementee sur un corps 
k, si l’on note F v le DG-module a gauche Horn,,, F, k), l’application bilineaire 
canonique don&e par la structure de F-module de F V 
Fx F’-F”&” =k 
iirduit et1 immoiogie we npplicnriori k-bilin&ire 
H(f)XH(F’)-rH(F’)Yk =k 
d6$hie pow x E Z,(F) er a E Z,(F” ) par 
de k-espnces I eclovieh grad&s 
L’action de F et la diffkentielle de Fb sont donnees en [ 10. (2. l)]. 
Pour la facilite de la rtifirence. indiquons ici le ritsultat suivant: 
2.4. Lemme [ 16. Corollaire au Thkorkme 5. 11, Section 7. n” S]. Soienf E,E’ delfx 
espaces r*ector.iels sw lui corps k. 14 : E + E’ wt ~p~~~c~~~o~~ list&G-e. alors 011 a 
des isomorphivnes cmo::iq:res: 
(i) (im(rr))’ =im(ir” ). 
(ii) (ker(ir))‘ -cokcr(rr’ ). 
(iii) (cokcr(ri))‘ = ker(ir ’ ). 0 
La suite spcctralc d’Eilenberg-Moore associie au triplet (k, F. F” ) donne, 
compte tcnu des hypotheses (0.32): 
e (IX. (2.1) ct (2.2)] ou [ 10. p. XI]). SP F 6% ime DG a!gPbrc 
de dirmwsiori firrie sw k. alors il esiste iuie suite specmle 
E f, ,, = Tor~(l~~ ’ (k. H(F’ ))+Tor:,_,(k. F. ) . q 
e suite spectrale peut s’obtenir comme celle associee h la 
e la bar resolution B(k. F. F” ) [25. (x.10)]. Si I’on note 
e s,C3- 
F;“w @ F ** 
- 8 x,,, 8~ un element decomposable de 
cettc filtration cst dkfinie par 
E;P ‘I = ((IH( F):““‘) ,3 H( F v )), . 
E’ c’st i C’ h diftiicntiellc ti” d&nie pour / 
IH( F p @ H(F u ) par: 
40 =i+ i deg(x,). 
1-I 
Notons en particulier que si F est de dimension formelie f (0.3.3). on a: 
Ej,<_, ., = (1 (2.6.1) 
Pour()si<p si P>() et E:,__,+, = H_(,_,,(F”)==H,_,(F)” pour o+s~. 
2.7. Lemme. Si F est we DG nlgdm supp!imwthe de dimensiort firtie SW k awe 
H,,(F) = k. les diJffhrentielles di,_, : Ei,mll -+ Ei,_, .(,_’ _ , de ka suite spectraie 
Ef.‘, = Tor~‘~~’ (k, H(F” ))+Tori+,(l:, F’) 
sont compl&ernent dPterminPes par ia stwctrtre de k-algtibre de H(F) mrrnie 
d’opPrations de Massey, et par la structwe drr M( F)-r;izohlc H( F” ) et par les 
ophrations de Massey ti rpalew-s dans H( F” ). 
Dhonstration. Elle d&oule de [21, Theorem 5.61. q 
2.8. Lemme. Si F est une DG algPbre srlpplPmentPe de tiimension j%ie sur k ar*ec 
H,,(F) = k. ii existe une suite spectrale cohomologique 
E;‘” = Ext&Y,)(k, H(F)) 3 Ext;+y(k, F) 
dont Ies diffPrentielles ne dkpendent que de la structure d’algtibre de H(F) munie 
d’opirations d’ordre srlpPrieur dt;Jinies ti partir des opPrations de Massey dans 
WV. 
Preuve. Avec les notations de 0.2, posons El” = (E’..)” &I E!.. est le terme 
g&h-al de la suite spectrale du Lemme 2.7. Par des isomorphismes tandards on 
a : 
(Tor”““(k, N(F”)))” = Ext,,,Jk, H(F)) , 
(T&k. F’))“ 2: Ext,(k. F) . 
Les differentielles de la suite spectrale E!.. etant bien definies (par le Lemme 
2.7). celles de la suite spectrale Ei.’ sent definies a partir de? (8)” et sont notees 
S r’ 
Lz suite spectral2 peut s’obtenir aussi de facon directe en cohomologie en 
utihsant [21. Remark 1. lo]. 
La difficult6 est de prouver que pour les premiers termes de la suite E;“, ces 
differcntiellcs peuvent s’exprimer explicitement uniquement 5 l’aide de la multi- 
plication et d’opirations d’ordre sup&ieur dGfinies a partir des operations de 
Massey dans H(F). C’est l’objet du paragraphe suivant. 
3. Diff6rentieSk d’ordre 1 et multiplication daus H(F) 
Nous notcrons en gem5al H = H(F) pour simplifier l’ecriture. 
3.1. Proposition. La diffhrentielle S, de la suite spectrale du Lemme 2.8 
s’exprime wliqrrement ci l’aide de la multiplication dans la k-algebre H(F) et est 
dt$nicporrr UEZ(IH@, H(F)) et 11x, I.*_I x~+,~IE Hi,@...@Hir+, par: 
vw(II~, I - - * I x,+,ll) 
= (-1)” i (-lY((llX, I - l ’ I Xr.Xr+, I ’ l l I x,+J) 
r=l 
+ (- l)“(_ 1p+ MIIX, I l -- 1 X,II)X,I., * fl (3.1.1) 
La demonstration utilise le lemme ci-dessous et la definition de d’ de la 
Remarque 2.6. 
3.2. Lemme. Pour tout entier p, on a des isomorpizismes canoniques 
(H,, ~ l l . ~ Hi 
I’ 
~ H_i(F”))” ‘~(ri,, ~. . . ~ Hip, (H_i(F”))“) > 
~ ~(Hi, ~ . . . ~ Hi,,, Hi(F)) . 
Preuve. Pour p = 0, on pose o,, = id et T,, : (,r-I( F” ))” ---, H(F) defini par le Lemme 
2.3. Supposons p > 0, a;, est defini par [ 17, (II 5-2’)] et T,, par application du 
foncteur .Y( Hi, @ - - ~8 H;,,. -) et par T,, ci-dessus. Cl 
3.3. Exemples. Donnons les expressions de quelques differentielles particulieres 
miles pour les applications. 
Compte tenu de la Proposition 3.1 on a en utilisant (3.1. I) 
(1) A(“.‘) = 6yr+’ : !-if_, ---, Y(H,. I+) 
pour z E H/_ , , l’application A’“‘l’(z) dkfinie par 
A’“.“(r)(a) = (- l)‘+d’~(n)zSa = z.c1 
pour aEM,. 
(2) 
A(“.?) = So.-,.+2 . H 
I . f-2-+Jf(H,, H,_,)CW(H,. H,-) 
pour z E H,_,, I’application A(“.?)(z) est difinie par 
A’“.z’(z)(a) = (_ l),+d@%(a)z.a 
pour aE H, ou H,. 
(3) Aio.3) = ,:.-,+z : 
A~~-~--+Y(H,. Hf_,)CW(H,, H,-_,)W’(H,. H,) 
pour z E Hf+ l’application A(“*‘)(z) est definie par 
A’“*“‘(i)(a) = (_ l),+dLg(n)z.a 
pour a E H, ou H, ou H,. 
(4) 
A( 1.2) = 6 ,.-f+z . 
1 . -fe(H,, fl,_,)W’(H,. H,)+Y(H, C~J H,. H,-) 
avec A”*‘) (u, + u,) d8ini pour u, E Y(H,, et_,). 24, E Y(H,. f$) par 
A”-“@, + u,)(lla 1 bll) 
= -((-1) l+d~gc~~,l[L(am~) + (_ l)2+drg(lr)+deg(h,ll,(~).~) 
pour a,b E H,. 
3.4. Rer.aarque. Observons que A(‘*‘)0 A(“*‘) = 3. On a done bien retrouvi la 
diffkrentielle du comp!exe E ;‘-I +‘. NOUS sommes maintenant en mesure de 
calculer les premiers nombres de Bass de F en commenqant par ceux qui ne 
dependent que de 6, dans la suite spectrale du Lemme 2.8. 
4. Nombres de Bass d’une DG alghbre supplimentke de dimension finie 
4.1. Proposition. Soit F we DG algtbre supplhmentPe de dimension firlie all 
dessus d’un corps k de dimension formelle f, et telle que H,,(F) = k : rlotom 
H = H(F), alors on a: 
(0) P-p(F) = IHfl ’ 
(1) p++,(F) = (ker(Hf_, s Y(H,, H,-))( 9 
M. Paagain 
(2) p_,-+,(F) = Iker(H/_, (1,.11 Y(H,, HI._ ,) a3 Lf(H2. H,))I 
+ Icoker(Hf_ , _rco.l! .qH,, Hf))l . 
Preuve. Comme F est une DG algebre supplementee au dessus du corps k, la 
suite spectrale du Lemme 2.8: 
E ;*‘I( F) = Ext $,(k H(F)) 3 Ext;+‘(k, F) 
permet le calcul des premiers nombres de Bass de F. En effet si %’ = TorF(k, F” ), 
par la bar r&olution (Remarque 24, on obtient: 
(0) Par (2.6.1) on a ES _f = Ea _f et par consequent: 
Xr = Tory(k. F” ) par la’ Remarque 2.6. 
Et _f = E:, _f = S$Kf = . . 
Done p+(F) = IExt;f(k, F)I = I&‘,J = IH_,(F )I = IH,(F)I. 
(1) Calcul de P-~+,(F). 
Comme on a par (2.6.1): Ei._,+, = Ete_f+l = 9$_f+, = SKf+, alors 
Ei.-,+, = coker(H, 8 H_,(F” )* H_,+, (F” )) et en utilisant le Lemme 2.4 et les 
Exemples 3.3 on obtient: 
P++~(F) = Ii~_~~+,l= Iker(Hf-, s z(H,, Hf))I - 
(2) Calcul de P-~+,(F). 
Comme il a A6 vu-en (2.6.1) on a Et._,+, = 0 pour 0 5 i <p si p > 0; done 
pour le grad& associe h 2, on a: 
Mais E;n_f+, = 9f,SV_f+2 et ET ++, = SI X_f+21S$Y-f+2. Done pour les dimen- . 
sions des k-espaces vectoriels, on a: 
P-~+,(F) = lXf+zI = b&+71 + IE;.-r+~l - 
Mais 
G.-f+ 7 =coker(H, @3 H++,(F”)@ H#O H_,(F”)* H_f+,(Fv)) 
ou encore: 
&+, = H -/+7(FV)I(H,.H_f+,(FV) + H2.H_,,+z(FV)) 
= (H(Fv)IIH.H(Fv))_f+, 
et l’on a: Et7 ++’ = Ez _,.+,. . , - 
Nottlhres tie Bcr.s.s 
De facon similaire, on a E;. _ ,. + , = Ef _, * , et 
G.-f+, = 
4. I-I 
ker(H, (8 H_/(F”)- H 
En utilisant le Lemme 2.4 et la Proposition 3.1. on ohtient l’expression 
annoncee. El 
4.2. Remarque. Comme Ei.. = Torl!F’ (k. H(F”)) = Tor~~.(HIIH. H(F”), on a: 
E;.. = HUH &, H(F" ) = H(F” ) lIH. H(F” ) en tant que H-module. Pdr applica- 
tion du Lemme 2.4 et de la Proposition 3.1, on en deduit que pour s > 0 on a: 
(EL)” 
avec A”‘.“) = ~~*-l’+‘. On note 
‘po : ker A(“*‘)+ (Ei._,,,)” 
l’application qui a z associe la multiplication cpo(z) par z. Pour le calcul de p_, +3, 
nous aurons besoin des lemmes techniques suivants afin d’exprimer la differentiel- 
le 6, uniquement en fonction de H(F) et non de H( F” ). Precisons que dl. _ f+z est 
definie sur H, 63) H, 8 H_, (F” ) 
4.3. Lemme. La diffirentielle d’ordre 2: 
&+, : ker d~._f.+Z~(H(FV)IIH.H(Fv))_,~+3 
virificr pour Ila 1 b 1 XII E H, @ H, C.3 H+(F” ) tel qrle a.6 = 0 et b.s = 0 
d’ _f.+7( Ila I b I XII) = classe de (a, 6, x) 7. 
dans (H(F”)IIH.H(F”))_~+, . 
Preuve. Cela resulte de [23, Theorem 2.31 ou [21, Section 51. Cl 
4.4. Lemme. Si z E Hr_3 est tel que z. H, = 0 pcur i = I 23 alon l’applicatioil 
u : ker d~:_f+2- k 
dkfinie par v = cpo(z)o d& vPriJie pour Ila I b 1 A~~ E H, 8 H, 63 Kf(Fv ‘, tel qlre 
a.b = 0 et b.x = 0 
u(lla I b I XII) = ,-.(a, b. x) 
96 M. Paugarn 
et se prolonge en une applicaiion v: : H, @ H, @ H_,(F v ) --) k qui dt$nit de fagon 
canonique une application k-line’aire u: de Y(H, 8 H,, H,) par l’isomorphisme 
canonique de k-espaces vectoriels (H, @ H, 8 H_,( F v )) v = Y(H, @ H, . HI) du 
Lemme 3.2. 
Preuve. Sous les hypotheses de l’enonce sur a,b et x,v verifie v( ]I a 1 b 1 XII ) = 
z. (a. 6, x) car la classe de (a, b, x) est un element bien defini de 
H_,+,(F”)l(a.H_f+,(Fv) + H3 l -4 
par [23] ainsi que la classe de 
(a, b. x) dms H_,+, (Fv)I(H,.H_f+,(Fv)+H,.H_f+,(Fv) 
+ H,.H_,(F")). 
Mais comme z. Hi = 0 pour i = 1,2,3, z. ( a, 6, x ) est done un element bien defini 
de k. Posons a!ors M= H,@H,C3H_f(Fv), N=H,C3H_,+,(F")@ 
H2@H_,(Fv), d’ = d;.-,+, et soit i : ker d’ 3 M l’injection canonique. Par le 
Lemme 2.4. si l’on se donne v : ker d’ -+ k, il exlste u : M-+ k tel que u 0 i = v. 
Mais alors, soit u’ E Z(H, Q9 H, , H,) correspondant ti u par l’isomorphisme 
canonique TO u (Lemme 3.2 avec p = 2). En explicitant le fait que (TO a)(u) = u’, 
le lemme s’en deduit en prenant u = v= et u’ = uz. 
De plus soit <p, : coker(A' I.” )+5~._f, ,)” defini par le Lemme 2.4, 9, est, 
avec les notations ci-dessus, tel que cp,(t;‘) = v et 
c~K)(lla Ib Ixll> = v(lla Ib I-# = uJ/Ia 1 bll)x = t.(a, b. x) 
ou II) (resp. X) designe la classe de u’ (resp. u,) dans LZ(H, 0 H, , I+) modulo 
l’image de A”“‘. q 
4.5. Lemme. Si S est la diffhentielle diduite de (d:.d+7)V, S est d&nie sur 
ker(Hr_,~.JZ(H,, Hf- )~~(Hz,H,_,)~~(H,,H,)) 3 
et prend ses valtws duns 
cokWW,, Hf_,)CB.T(H2, Hf)s .Y(H,@H,, Hf)) . 
6 est I’application k-liniaire qui associe ti z E ker A(0*3’ la classe dans 
Y(H, @ H,, H,)lim A”*” d’une application 1inCaire II, d@inie dans lo Lemme 4.4. 
Preuve. On a 
E;__, +? = ker(H, 63 H, @ H_,(F” ) 
d! _ 
mais par la Remarque 4.2 on a: 
G.-f+, = (H(F")IHM(F")_,-+, 
et compte tenu du fait que ,.I”“) = 6 1’-‘+‘. l’application S cst definie par 
6 = +(n’)” otp,, 
et rend commutatif le diagramme suivant: 
kerJ”‘.“L(E,‘, _f+;)’ 
ii I i (C1’)L 
coker A”‘““-(E’ ++,)” 2. - 
oti <PO est d6finie dans la Remaryue 4.2. On a done 
<PI ow)(ll~ I b I XII> = z.classe((n. b,x))= ~.(a, b.x) . 
et par la preuve du Lemme 4.4, 
<PI owM~ I b I XII> = w:Il~ I bll,J * 
De plus 6(z) est la classe dans Z(H, 8 H, , I+) /im A(‘*‘) d’une application 
lineaire 14: qui correspond i celle qui prolonge u = ~Jz) 0 d’. Remarquons de plus 
par [27, Corollary 3.2(iii) et 2.71 que: 
z.(a, b,x) = ((-1)/z., b).x.=(-l)‘(z,a, b).x. Cl 
4.6. Proposition. Si F est une DG algPbre supphentPe SW un corps k. de 
dimension formelle f, avec H,,(F) = k, alors on a: 
P-,-+,(F) = 
ker(Y( H, , Hf_, ) CD Y( PI,. H,) s 2’( H, 8 H, . H, )) 
im(H,-_, =Y(H,. H,_,)$Y(H,. H,)) 
ori 6 est dt$nie dans le Lemme 4.5. 
Dhmonstration. Comme dans la preuve de la Proposition 4.1. on a Gr I_, + 1 = 
EC. -, *.; 63 E-F. -1 *’ et par cons?quent: 
On v@rifie que ET._, _ -1 = Ef. _, fz tt par la Remarque 3.4. on obtient: 
D’autre part. EG._,+ = E%._,_., = ker S oti 6 est defini dans le Lemme 4.5. 0 
5. Nombres de Bass d’un anneau local et produits de Massey 
Des Propositions 3.1 et 4.6. on peut alors dPduire formules g&&-ales donnies 
dan; les Propositions 1.1 et 1.2. 
5. I. Dkmonstration des Propositions !.I e!: MS Elle a lieu en plusieurs &apes. 
( 1) On sait par [ 151 que ~LL;(@ = pi(R); on peut done supposer R complet. 
(2) Par le theoritme de structure de Cohen, R est Aors quotient d’un anneau 
local rPgulier Iz” de dimension de plongement II. Consid&ons l’homomorphisme 
canonique 4 : i + R. Si Y est une I&solution libre de R, alors on peut choisir 
pour fibre F( 4) = k @k Y [ 10, Section 3] et alors H(F(4)) = H(k 8 ,T Y) = 
TorR(k. R). Soit !? le complexe de Koszul construit sur un systeme g&rateur 
minima1 de I’idial maxima1 de l’anneau f?. On sait que i 8~ R = K complexe de 
Koszul sur R. De plus, on a des quasi-isomorphismes 
(3) En utilisant alors le Thkoreme 2.1, on obtient l’isomorphisme de k-espaces 
vectoriels grad&s: 
Ext,(k, R) = Exti(k, I?) 8 Ext,(k., K) ; 
or, comme r? est regulier de dimension rz, on sait que IExtk( k, i )( = Si.,l (symbole 
de Kronecker) et par consequent, pour les nombres de Bass de l’anneau R. on 
obtient: 
p,,(R) = iExti(k. R)I = (Exti-“(k. K)I . 
(3) Comme K est un DG anneau augmente sur k, quasi-isomorphe ti la DG 
algitbre suppl6ment6e F(b) on a lXgalit6 des dimensions IExt’,(k, K)I = 
IE xG,,,tk. W)ll. p osons alors F = F(4); en utilisant la Proposition 2.2, aux 
produits de Massey dans H(K) corresponden: des produits de Massey dans H(F) 
et a l’aide de la bar r %olution qui a donne tes rormules des Propositions 4. I et 4.6 
en fonction de ii pour une algebie supplPmentPe F (tandis que K est 
simplement un DG anneau augmente). et puisque F est quasi-isomorphe a K. la 
dimension formelle de F est f = cz - hi et l’on obtient les formules annoncees dans 
les Propositions 1.1 et 1.2. 0 
5.2. Remarque SW le grade d’un id&al. Soit I un ideal de grade g d’un anneau 
local noetherien R. On sait que g est la longueur des R-suites regulieres maximales 
contenues dans I [2, 3.21. Si I est minimalement engendre par :’ elements 
x,,. . . .x,, on note H(x_, R) 1 H( K(s, R)) l’homologie du complexc de Koszul 
construit sur x_ = (x, , . . . , x,). Alors par [ 15. 2.91, si _I-, . . . . . xc. est une R-suite 
reguliere maximale. la suite spectrale d’hypercohomologie 
Eg*“ = Exti(H,(x-, R). R) 3 H”+‘l( Horn,,, K(s. R). R)) 
I’ 
dome H,_& Rj . = Exti(RII, R) et la suite exacte de Ril-modules 
O-* Exti”(RII. R)+ H,_&_Y, R)-+ Hom,(H,(.u, R), H,_&. R)) . 
Pour I = m, on retrouve 1,.; expressions de p,! et pL,! + , . 
6. Nombres de Bass d’un module 
Avec les notations de 0.2 
6.1. Proposition. Soit R un anneau commutatif unitaire local, nartherien, de 
dimension de plongement n. Soit H i’homologie du complete de Koszd construit 
SW un syst2me gt%hrateur minimal de l’idPa1 maximal de l’anneau, et soit M un 
R-module de type fini, de profondeur d, alors on a : 
(0) k(W = If%A9 
(1) p(,+, (M) = lMH~_,_, 5 -fe(H, H:_,,))l, 
(2) P,+,(M) = IweL- 2 =Z(H,. H;__,,_,)@T(H2. H;_(/,>l 
+ Icoker(HF-,_, = Y(H,, H;_,,))I. 
Les applications k-liniaires A “‘J ’ sont dt;Jinies par 
A’“*“(i)(a) =(- l)'+drg(lr)z.a pour 2 E HiLtI_, et a E H, . 
Dkmonstration. ( 1) D’apres [5. Theorem Al]. si M est un R-module quelconque. 
il existe une suite spectrale homologique du premier quadrant: 
ES.lf =TorF.,(k. H”‘)+Tor;+,(k. 111). 
En utilisant ce resultat applique au R-module Horn&V, E dual de Matiis de M 
oti E est une enveloppe injective de k, [26] on obtient la suite spectrale 
ES.4 = TorF.q(k, HH“mR”V.E)) + TorF+,(k, Horn,,, 
En considerant ensuite l’application bilineaire [24, (1.3) et ( 1.4) II.61 
q : H,(K@,Hom,(M, E)) x H,,_,(K@, M)+ H,,(KG3,E)- k, 
on en deduit la suite spectrale cohomologique du premier quadrant 
Er’” = ExtE”(k. H(Hom,(K, M))) 3 Extg“‘(k. 1 
(2) On peut supposer l’anneau R complet par [ 151. En ri.;olvant k par la bar 
resolution sur l’algebre H(K). on peut adjoindre i la suite El. i, comme terme E’: 
Eb.1’ = ((I/j(K)@“) @ HHomR(A’. E’)q . 
En prenant les duals de Matlis et en raisonnant comme a la Section 4, on obtient 
les formules indiquees. Cl 
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